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Co je RKPM?

RKPM (Reproducing Kernel Particle Method) - nesı́t’ová
metoda určená k řešenı́ okrajových úloh.
RKPM je Galerkinova metoda se specielně vytvořenými
tvarovými funkcemi.
Kostrukce RKP-tvarových funkcı́ má základ v aproximaci
jádra integrálnı́ transformace

u(x) =

∫
Ω

K (x , y)u(y) dy .
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Jak vypadá RKPM?

Okrajová úloha

−∆u = f na Ω (Ω ⊂ Rn)

u = g na ∂Ω0

∂u
∂n

= h na ∂Ω1

Slabá formulace

Vg = {v ∈W 12(Ω)| v = g na ∂Ω0}

Najı́t u ∈ Vg tak, aby∫
Ω
∇u · ∇v dx =

∫
Ω

fv dx +

∫
Ω1

hv ds pro ∀v ∈ V0. (1)
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Jak vypadá RKPM?

Galerkinova metoda

Najı́t aproximaci uh ∈ V h
g ⊂ Vg , tak aby∫

Ω
∇uh · ∇vh dx =

∫
Ω

fvh dx +

∫
∂Ω1

hvh ds pro ∀vh ∈ V h
0 .
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Konstukce tvarových funkcı́

Co potřebujeme zadat?

Částice x1, . . . , xN ∈ Ω.

Řád s polynomiálnı́ báze p(x) = (p1(x), . . . ,pl(x)).

Jednodimenzionálnı́ váhovou funkci Φ1.

Poznámky

Pro s = 2, x ∈ R3, je
p(x) = (1, x1, x2, x3, x1x2, x1x3, x2x3, x2

1 , x
2
2 , x

2
3 ).

Pro x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn) definujeme
Φ(x) =

∏n
i=1 Φ1(x i) nebo Φ(x) = Φ1(‖x‖).
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Konstukce tvarových funkcı́

Přı́klady váhových funkcı́

Φ1(x) =

{
e(−x/r)2

pro |x | ≤ 1,
0 pro |x | > 1,

, r > 0

Φ1(x) =


2
3 − 4x2 + 4|x |3 pro |x | ≤ 1

2 ,
4
3 − 4|x |+ 4x2 − 4

3 |x |
3 pro 1

2 ≤ |x | ≤ 1,
0 pro |x | > 1.

Φ1(x) =

{
(1− x2)k pro |x | ≤ 1,

0 pro |x | > 1,
, k > 1
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Konstukce tvarových funkcı́

Sestavenı́ tvarových funkcı́
Tvarové funkce

ΨI(x) = p
(

x − xI

ρ

)
b(x) Φ

(
x − xI

ρ

)
∆VI , (2)

kde ρ > 0, ∆VI je kvadraturnı́ váha a funkce b(x) je řešenı́
soustavy

M(x)b(x) = pT (0) (3)

s momentovou maticı́ M o složkách

mij =
N∑

I=1

pT
(

x − xI

ρ

)
p
(

x − xI

ρ

)
Φ

(
x − xI

ρ

)
∆VI (4)
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Konstukce tvarových funkcı́

Grafické zachycenı́ tvarových funkcı́ ΨI pro
N = 11, ρ = 0.3, p = (1, x), Φ1 = (1− x2)2
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Řešenı́ okrajové úlohy

Diskretizace v RKPM

ΨI(x) - tvarové funkce. Dosazenı́m ũ =
∑N

I=1 ΨI(x)uI do (1)
obdržı́me∫

Ω

N∑
I=1

∇ΨI(x)uI ∇ΨJ(x) dx =

∫
Ω

f ΨJ(x) dx +

∫
∂Ω1

hΨJ(x) ds

Tzn. Au = F , kde

u = (u1, . . . ,uN)T , A = (AIJ), AIJ =

∫
Ω
∇ΨI∇ΨJ dx ,

F = (FI , . . . ,FN)T , FJ =

∫
Ω

f ΨJ +

∫
Ω1

hΨJ
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Problém

RKPM nereprodukuje přesně Dirichletovu okrajovou
podmı́nku.
Proč? V některých bodech na hranici je ΨI(xJ) 6= δIJ .

Tzn. ũ(xJ) =
∑

I ΨI(xJ)uI 6= u(xJ) nenı́ striktnı́m
interpolantem.
Co se dá dělat?
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Metoda váhových funkcı́

Úprava tvarové funkce pomocı́ funkce

w(x) =

{
0 pro x blı́zko hranice ∂Ω0
1 pro ostatnı́ x

Nevýhody:
Někdy přidaná funkce w zhoršı́ hladkost řešenı́.
Komplikuje se kód algoritmu.
Výhody:
Jednoduchost základnı́ myšlenky.
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Transformačnı́ metoda

RKP aproximace ũ(x) =
∑N

I=1 ΨI(x)uI . Mezi reálnými
hodnotami aproximace ũ(xJ) a fiktivnı́mi uzlovými
parametry uI platı́

ũ(xJ) =
N∑

I=1

ΨI(xJ)uI .

Označme TIJ = ΨI(xJ), pak ũ = Tu.
Pokud T = (TIJ) je regulárnı́, existuje T−1 tak, že
T−1ũ = u t.j.

N∑
J=1

T−1
JI ũJ = uI
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Transformačnı́ metoda

Pro aproximaci ũ(x) pak máme

ũ(x) =
N∑

I=1

ΨI(x)uI =
N∑

I=1

ΨI(x)
N∑

J=1

T−1
JI ũJ =

=
N∑

J=1

(
N∑

I=1

ΨI(x)T−1
IJ )ũJ =

N∑
J=1

Ψ̃J(x)ũJ .
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Transformačnı́ metoda

Nevýhody:
T nesmı́ být singulárnı́.
Matice T je plná.
Výhody:
Metoda dává globálnı́ výsledky.
Funkce Φ̃J(x) majı́ vlastnost Kroneckerova delta.
Dirichletova podmı́nka je splněna přesně.
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Metoda Lagrangeových multiplikátorù

Zabudovánı́ Dirichletovy podmı́nky do slabé formulace
problému.∫

Ω
∇u · ∇v dx −

∫
Ω

fv dx −
∫

∂Ω0

λv ds −
∫

∂Ω1

hv ds = 0

∫
∂Ω0

(u − g) ds = 0

Nevýhody:
Většı́ počet proměnných.
Dirichletova podmı́nka nenı́ splněna přesně.
Výhody:
Lze použı́t pro libovolný variačnı́ přı́stup.
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Shrnutı́

RKP-tvarové funkce a Kroneckerova podmı́nka
Řešenı́ problému
[i] Metody založené na změně váhové funkce (metoda
váhových funkcı́, transformačnı́ metoda).
[ii] Metoda, která vycházı́ z variačnı́ formulace (metoda
Lagrangeových multiplikátorù).
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Metoda Lagrangeových multiplikátorù

F (u, λ) =

∫
Ω

(
1
2

(∇u)2 − fu
)

dx−
∫

∂Ω1

hu ds−
∫

∂Ω0

λ(u−g) ds

∫
Ω
∇u · ∇v dx +

∫
∂Ω0

u ds +

∫
∂Ω0

λv ds

=

∫
Ω

fv dx +

∫
∂Ω1

hv ds +

∫
∂Ω0

g ds
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Metoda Lagrangeových multiplikátorù

Obržı́me soustavu lineárnı́ch rovnic Au = F , kde

u = (c1, . . . , cN , λ)T , A =

(
H G

GT 0

)

HIJ =

∫
Ω

(∇ΨI∇ΨJ +∇ΨI), GI =

∫
∂Ω0

ΨI

FI =

∫
Ω

f ΨI +

∫
Ω1

hΨI +

∫
∂Ω0

g
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