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Systém Navier-Stokesových rovnic

Uvažujme stlačitelné vazké prouděńı v omezené oblasti Ω(t) ⊂ IR2

kde

(0,T ) je časový interval

Ω(t) oblast vyplněna vzduchem v čase t.

Hranice oblasti Ω(t) se skládá ze ťŕı r̊uzných část́ı
∂Ω(t) = ΓI ∪ ΓO ∪ ΓW (t) kde

ΓI = Vstup

ΓO = Výstup

ΓW (t) = Nepropustná stěna



System Navier-Stokesovych rovnic

2D systém Navier-Stokesových rovnic

∂w

∂t
+

2
∑

s=1

∂fs(w)

∂xs
=

2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs

w(x , 0) = w0(x) x ∈ Ω(0)

w = (w1,w2,w3,w4)
T = (ρ, ρv1, ρv2,E )

T ∈ IR4

w0(x) = počátečńı podḿınka

v = (v1, v2) - rychlost, ρ - hustota, p - tlak, E - celková energie.



Systém Navier-Stokesových rovnic

Nevazké členy fs(w)

fs(w) = (ρvs , ρv1vs + δ1sp, ρv2vs + δ2sp, (E + p)vs)
T

Vazké členy Rs(w,∇w)

Rs(w,∇w) =

(

0, τV1s , τ
V
2s , τ

V
1sv1 + τV2sv2 +

γ

Re Pr

∂θ

∂xs

)T

,

kde τVrs =
1

Re

{(

∂vr

∂xs
+

∂vs

∂xr

)

−
2

3
divvδij

}

K systému rovnic p̌ridáváme termodynamické vztahy:

p = (γ − 1)

(

E −
1

2
ρ | v|2

)

, E = cV ρθ +
1

2
ρ | v|2



Systém Navier-Stokesových rovnic

Nevazké členy fs jsou homogenńı

fs(αw) = α fs(w)

Potom
fs(w) = As(w)w,

kde

As =
Dfs(w)

Dw
, s = 1, 2.

Vazké členy Rs(w,∇w)

Rs(w,∇w) =
2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk



ALE-zobrazeńı

Z důvodu časové závistlosti oblasti Ω(t) definujeme tzv.
ALE-zobrazeńı: At

At : Ω(0) → Ω(t), t ∈ [0,T ],

z̃(X, t) = ∂At(X)
∂t

ALE-rychlost v referenčńım bodě X ∈ Ω(0)

z(x , t) = z̃(A−1
t (x), t) ALE-rychlost v bodě x ∈ Ω(t)



ALE-zobrazeńı

Definujeme ALE-derivaci funkce w v bodě x = At(X) t ∈ (0,T )

DAw(x , t)

Dt
=

∂

∂t
w(At(X), t)

Lze ukázat, že

∂w

∂t
=

DAw

Dt
− (z · ∇)w

=
DAw

Dt
+wdiv(z)− div(w ⊗ z)



Ale-zobrazeńı

Formulace Navier-Stokesových rovnic pomoćı ALE-zobrazeńı

DAw

Dt
+

2
∑

s=1

∂gs(w)

∂xs
+ wdiv(z) =

2
∑

s=1

∂Rs(w,∇w)

∂xs

kde gs(w) = fs(w)− zsw, s = 1, 2.



Diskretizace - Triangulace

Ωh(t) polygonálńı aproximace oblasti Ω(t)

Th(t) = {Ki}i∈I (t) je triangulace oblasti Ωh(t) skládaj́ıćı se z
trojúhelńık̊u Ki , kde K o

i ∩ K o
j = 0/ pro i 6= j

Γij = Γji je bud’ společná hrana soused́ıćıch element̊u Ki a Kj

nebo Γij ⊂ ∂Ωh(t) kde Γij je hrana Ki and j ∈ γ(t) (indexová
množina hran na hranici oblasti), γ(t) = γD(t) ∪ γN(t)

indexová množina s(i)(t) = {j ∈ I (t);Kj je soused Ki}

nij = ((nij)1, (nij)2) vněǰśı jednotková normála k ∂Ki na hraně
Γij



Diskretizace

Přibližné řešeńı budeme hledat v prostoru:

Sh(t) = (Sh(t))
4, kde Sh(t) = {v ; v |K∈ P r (K ), ∀K ∈ Th(t)}

Předpokládáme, že r ≥ 0 a P r (K ) je prostor polynomů stupně
nejvýše r na K .

v |Γij je stopa v |Ki
na hraně Γij

skok: [v ]Γij = v |Γij −v |Γji

pr̊uměr: 〈v 〉Γij =
1
2

(

v |Γij +v |Γji
)

.



Diskretizace

Diskretizace problému. Zvoĺıme libovolné t ∈ (0,T )

násob́ıme systém testovaćı funkćı ϕh ∈ Sh(t)

integrujeme p̌res Ki

aplikujeme Greenovu větu na Ki

a sečteme p̌res všechna i ∈ I (t)



Diskretizace - Nevazké členy

Nevazké členy násob́ıme ϕh ∈ Sh a použijeme Greenovu větu

b̃h(w,ϕh) = −
∑

i∈I (t)

∫

Ki

2
∑

s=1

gs(w)
∂ϕh

∂xs
dx

+
∑

i∈I (t)

∑

i∈S(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

gs(w)(nij)s dS

Nevazké členy na Γij aproximujeme tzv. numerickým tokem
Hg

∫

Γij

2
∑

s=1

gs(w)(nij)s dS ≈

∫

Γij

Hg(w|Γij ,w|Γji ,nij)



Diskretizace - Vazké členy

ãh(w,ϕh) = −
∑

i∈I (t)

∫

Ki

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
·
∂ϕh

∂xs
dx

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈s(t)(i)
j<i

∫

Γij

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk

〉

(nij)s · [ϕh ] dS

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(w)
∂w

∂xk
(nij)s ·ϕh dS

+ Θ
∑

i∈I (t)

∑

j∈s(t)(i)
j<i

∫

Γij

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

KT
k,s(w)

∂ϕh

∂xk

〉

(nij)s · [w ] dS

+ Θ
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w)

∂ϕh

∂xk
(nij)s ·w dS

Θ = 1 pro SIPG, Θ = −1 pro NIPG, Θ = 0 pro IIPG



Diskretizace - Penalizačńı člen

Jσh (w,ϕh) =
∑

i∈I (t)

∑

j∈s(t)(i)
j<i

∫

Γij

σ[w] · [ϕh] dS

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

σw ·ϕh dS

σ|Γij=
CW

h(Γij )Re
, kde CW > 0 je vhodná konstanta.



Diskretizace - Pravá strana

l̃h(w,ϕh) = Θ
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(w)

∂ϕh

∂xk
(nij)s ·wB dS

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

σwB ·ϕh dS

kde wB je stav definovaný pomoćı Dirichletových okrajových
podḿınek a extrapolace.



Diskretizace

Přibližné řešeńı je definováno jako funkce wh(t) ∈ Sh(t) splňuj́ıćı
pro libovolné t ∈ (0,T )

(

DAwh(t)

Dt
,ϕh

)

− ((z(t) · ∇)wh(t),ϕh) + bh(wh(t),ϕh)

+ãh(wh(t),ϕh) + Jσh (wh(t),ϕh)

= l̃h(ϕh) ∀ϕh ∈ Sh(t), t ∈ (0,T )

wh(0) = w0
h.

w0
h je Sh(0)-aproximace w0:

(

w0
h,ϕh

)

=
(

w0,ϕh

)

∀ϕh ∈ Sh(0).



Časová diskretizace

Necht’ 0 = t0 < t1 < ...tM je děleńı časového intervalu [0,T ],
tk = kτ, τ > 0.
Aproximujeme ALE-derivaci za použit́ı zpětné Eulerovy diference.

(

DAwh(x , t)

Dt
,ϕh

)

|tk+1
≈

(

w(x , tk+1)− ŵk
h(x)

τ
,ϕh

)

kde
ŵ

j
h(x) = wh(Atj (A

−1
tk+1

(x)), tj), x ∈ Ωh(tk+1).



Linearizace - Nevazké členy

Linearizace členu b̃h(w,ϕh). Využ́ıváme homogenity fs

−
∑

i∈I (t)

∫

Ki

2
∑

s=1

gs(w)
∂ϕh

∂xs
dx

≈ σ1 := −
∑

i∈I (tk+1)

∫

Ki

2
∑

s=1

(

As(ŵ
k
h)− zs I

)

wk+1
h ·

∂ϕh

∂xs
dx



Linearizace - Nevazké členy

Linearizace numerického toku Hg. Definujeme

P(w,n) :=

2
∑

s=1

(As(w)− zs I) ns , n = (n1, n2), n
2
1 + n22 = 1

P(w,n) je diagonalizovatelná (P = TDT−1)

D = diag(λ1, ..., λ4)

D± = diag(λ±
1 , ..., λ

±
4 ), kde λ+ = max(0, λ), λ− = min(0, λ)

P± = TD±T−1



Linearizace - Nevazké členy

Pro linearizaci voĺıme tzv. Vijayasundaram numerický tok definován

HV (w1,w2,n) = P+

(

w1 +w2

2
,n

)

w1

+ P−

(

w1 +w2

2
,n

)

w2.

Lipschitzovsky spojitý

konzistentńı: HV (w1,w1,n) =
∑2

s=1 gs(w1)nsw1

konzervativńı: HV (w1,w2,n) = −HV (w2,w1,−n)



Linearizace - Nevazké členy

∑

i∈I (t)

∑

j∈S(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

gs(w)(nij)s dS ≈

σ2 :=
∑

i∈I (t)

∑

j∈S(i)(tk+1)

∫

Γij

P+

(

ŵk
h |Γij +ŵk

h |Γji
2

,nij

)

wk+1
h |Γij · ϕh dS

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈S(i)(tk+1)

∫

Γij

P−

(

ŵk
h |Γij +ŵk

h |Γji
2

,nij

)

wk+1
h |Γji · ϕh dS

Potom definujeme formu

bh(ŵ
k
h ,w

k+1
h ,ϕh) = σ1 + σ2



Linearizace - Vazké členy

ah(ŵ
k
h ,w

k+1
h ϕh) = −

∑

i∈I (t)

∫

Ki

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(ŵ
k
h)
∂wk+1

h

∂xk
·
∂ϕh

∂xs
dx

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈s(t)(i)
j<i

∫

Γij

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

Ks,k(ŵ
k
h)
∂wk+1

h

∂xk

〉

(nij)s · [ϕh ] dS

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

2
∑

k=1

Ks,k(ŵ
k
h)
∂wk+1

h

∂xk
(nij)s ·ϕh dS

+ Θ
∑

i∈I (t)

∑

j∈s(t)(i)
j<i

∫

Γij

2
∑

s=1

〈

2
∑

k=1

KT
k,s(ŵ

k
h)
∂ϕh

∂xk

〉

(nij)s · [w
k+1
h ] dS

+ Θ
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(ŵ

k
h)
∂ϕh

∂xk
(nij)s ·w

k+1
h dS



Linearizace - Pravá strana

Linearizace pravé strany.

lh(ŵ
k
h ,ϕh)

= Θ
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

2
∑

s=1

2
∑

k=1

KT
k,s(ŵ

k
h)
∂ϕh

∂xk
(nij)s ·w

k+1
B dS

+
∑

i∈I (t)

∑

j∈γD(i)(t)

∫

Γij

CW

h(Γij)Re
wk+1

B ·ϕh dS



Diskretizace

Přibližné řešeńı v čase tk+1 definujeme

wk+1
h ∈ Sh(tk+1)
(

wk+1
h − ŵk

h

τ
,ϕh

)

−
(

(z(tk+1) · ∇)wk+1
h ,ϕh

)

+bh(ŵ
k
h ,w

k+1
h ,ϕh) + ah(ŵ

k
h ,w

k+1
h ,ϕh) + Jσh (w

k+1
h ,ϕh)

= lh(ŵ
k
h ,ϕh) ∀ϕh ∈ Sh(tk+1),



Interakce

Budeme simulovat nasleduj́ıćı situaci profilu s dvěma stupni
volnosti

h vertikálńı posun elastické osy

α úhel rotace kolem elastické osy

T

EO

k
hh

a

h

k
aaL t( )

M t( )

U0



Interakce

Pohyb profilu je popsán systémem obyčejných diferenciálńıch rovnic

mḧ + khhh + Sαα̈+ dhhḣ = −L(t)

Sαḧ + Iαh + kαα + dααα̈ = M(t)

m hmotnost profilu

Sα statický moment vzhledem k elastické ose

Iα moment setrvačnosti vzhledem k elastické ose

khh tuhost v posunut́ı

kαα tuhost v torzi

dhh strukturálńı tlumeńı v ohybu

dαα strukturálńı tlumeńı v torzi



Interakce

Vztlaková śıla

L(t) = −l

∫

ΓW (t)

2
∑

j=1

τ2jnj dS

Moment otáčeńı

M(t) = l

∫

ΓW (t)

2
∑

i ,j=1

τijnj(−1)i
(

x1+δ1i − xEO1+δ1i

)

dS

kde

τij = −δijp + µ

{(

∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi

)

−
2

3
divvδij

}



Numerické experimenty

Numerický experiment s nasleduj́ıćımi parametry

Počátečńı výchylka ve vertikálńım směru h0 = −20 mm

Počátečńı úhel otočeńı α0 = 6o

Délka profilu L = 0.3



Numerické experimenty
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Numerické experimenty
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Řešeńı-tlak



Triangulace



Závěr

DGFEM s ALE-zobrazeńı = robustńı metoda pro řešeńı
stlačitelného vazkého prouděńı v časově závislých oblastech

Náměty na daľśı práci:

Uvažovat turbulentńı model


