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Systém Navier-Stokesovych rovnic

UvaZujme stlatitelné vazké proud&ni v omezené oblasti Q(t) C R?
kde

@ (0, T) je Casovy interval

@ Q(t) oblast vyplnéna vzduchem v &ase t.
Hranice oblasti Q(t) se skldda ze t¥i riznych &asti
0Q(t) =T, UToUTw(t) kde

o [ = Vstup

o [ o = Vystup

@ Iw(t) = Nepropustnd st&na



System Navier-Stokesovych rovnic

2D systém Navier-Stokesovych rovnic

w o Ofs(w) ORs(w, Vw)
R _l’_ - - ~ 7
ot ~ OXs - OXs

w(x,0) = w’(x) xe€Q(0)

Il
9]
o I N

o w=(wi,wo,ws,ws)" = (p,pv1,pv2, E)T € R*
o wo(x) = potate¢ni podminka

v = (v1,v2) - rychlost, p - hustota, p - tlak, E - celkovd energie.



Systém Navier-Stokesovych rovnic

@ Nevazké &leny fs(w)

fs(w) = (pvs, pvivs + d1sp, pvovs + d2sp, (E + P)VS)T

@ Vazké &leny Rs(w, Vw)

v aa)T

Rs(w, Vw) = (0,7’1‘2,7'2‘2,7'1\@1 + 72‘§V2 + Re Prox.

1 ov,  Ov. 2
kd V= _— s * ) — Zdivvd;
& T = oo {<8Xs + 5X,> 3d/vvcsu}

@ K systému rovnic pfiddvame termodynamické vztahy:

1 1
p=(r-1)(E-GolvE).  E=cupdt jolvE



Systém Navier-Stokesovych rovnic

@ Nevazké &leny fs jsou homogenni

fs(aw) = a fs(w)

Potom
fs(w) = Ag(w)w,
kde DF.(w)
w
A= 2 =
s Dw s=1,2

@ Vazké ¢leny Rg(w, Vw)

2
ow
Rs(w, Vw) = Z Ks’k(w)ﬁixk
k=1



ALE-zobrazeni

Z diivodu &asové zavistlosti oblasti €(t) definujeme tzv.
ALE-zobrazeni: A;

A: 1 Q0) = Q(t), telo, T,

Z(X,t) = 6“455)() ALE-rychlost v referen&nim bod& X € Q(0)

°
o z(x,t) = 2(A; }(x), t) ALE-rychlost v bod& x € Q(t)



ALE-zobrazeni

Definujeme ALE-derivaci funkce w v bod& x = A¢(X) t € (0, T)

DAw(x,t) 9
D EW(At(X)a t)
Lze ukazat, Ze
ow DAw
o~ b BV
DAw

= + wdiv(z) — div(w ® z)



Ale-zobrazeni

@ Formulace Navier-Stokesovych rovnic pomoci ALE-zobrazenf{

DAW - dgs(w) _ 2. ORy(w, Vw)
Dt +S§_:1 o, T Wdiv(@®) =) g

s=1

kde gs(w)=fs(w)—zsw, s=1,2.



Diskretizace - Triangulace

@ Qp(t) polygonalni aproximace oblasti (t)

o Th(t) = {Ki}ici(r) je triangulace oblasti Qp(t) sklddajici se z
trojuhelniki K;, kde K? N Kj" =Pproi#j

o [ =T je bud spole€nd hrana sousedicich elementil K; a K;
nebo ' C 0Q4(t) kde ' je hrana K; and j € ~(t) (indexova
mnoZina hran na hranici oblasti), v(t) = yp(t) U yn(t)

@ indexovad mnozina s(i)(t) = {j € I(t); K; je soused K;}

o nj; = ((njj)1, (njj)2) vn&jsi jednotkova normdla k OK; na hrang&
L



Diskretizace

P¥iblizné ¥eSeni budeme hledat v prostoru:
Sp(t) = (Sh(t))4, kde Sp(t) = {v;v|ke P (K),VK € Tu(t)}

P¥edpokladame, Ze r > 0 a P"(K) je prostor polynom(i stupné
nejvyse r na K.

® v|r, je stopa v|k; na hran& I';

@ skok: [v]r, = v|r; —V|r;

@ primér: <V>r,-j = % (v|r,.j +v|rﬁ).



Diskretizace

Diskretizace problému. Zvolime libovolné t € (0, T)
@ ndsobime systém testovaci funkci ¢, € Sp(t)
@ integrujeme pfes K;
o aplikujeme Greenovu vétu na K;

@ a selteme pres viechna i € I(t)



Diskretizace - Nevazké &leny

@ Nevazké ¢leny ndsobime ), € Sy a pouZijeme Greenovu vétu

br(w, ) Z / Z &Ph dx

:el(t) Kis=1
+ Z Z / ng )(nij)s dS
iel(t) ieS(i) Fij s=1

@ Nevazké ¢leny na [';; aproximujeme tzv. numerickym tokem

/ ng nl_/ dS =~ / (W|rU,W|rﬁ,nij)



Diskretizace - Vazké &leny

2 2

8 15,
won == 32 [ 315 Kostwi - 5

iel(t) Ki s=1 k=1

5> z/z@w ) ot s

icl(t) jes t) Mj s=1

2

+ Z Z / ZZKS"(W ”u)s pp dS

icl(t) jero(i)(t) ” i s=1 k=1

te ) Z/Z<ZKS a“’h><nu)s [w] ds
k=1

iel(t) JES(f() i s=1

ey Y /Zix w) 52 (), - w S

iel(t) jevp(i)(t) " T s=1k
@ © =1 pro SIPG, © = —1 pro NIPG, © =0 pro IIPG



Diskretizace - Penalizaéni ¢len

B = > Y / owl - [p4] d

i€l(t) JEs(t

+ Z Z /o—w-cphds

i€l(t) jeyp(i)(t)

° a|r,.j: W kde Cys > 0 je vhodnd konstanta.



Diskretizace - Prava strana

7h(wa <Ph) ©
IS

2 2 a
/ ZZ Gon(ny)e - we dS
el(t) jevp(i)(e) " i s=1 k=
+ Z Z /awB-cphdS

iel(t) jevo(i)(t)

@ kde wg je stav definovany pomoci Dirichletovych okrajovych
podminek a extrapolace.



Diskretizace

P¥iblizné Yeseni je definovano jako funkce wy(t) € Sy(t) spliujici
pro libovolné t € (0, T)

’AW
(P50t 0y = (ate)- Twalt)e i) + Br(wh(e). )

+§h(wh(t), cph) + J;‘,T(Wh(t)7 (*Ph)
= 7h(4ph) Ve, € Sy(t), t€ (0, T)
wh(O) = W?,

° W?, je Sp(0)-aproximace wP:

(W) = (W0, 05) Vi € $1(0)



Casova diskretizace

Necht 0 = ty < t; < ...ty je d&leni Easového intervalu [0, T],
ty = k7,7 > 0.
Aproximujeme ALE-derivaci za pouZiti zpétné Eulerovy diference.

DAwy(x, t) (WX te1) — v“v,’j(x)
T#Ph ’tk+1N - »Ph

kde
W (x) = wh(Ag (AL (X)), 1), x € Qn(tesn).

tet1



Linearizace - Nevazké &leny

Linearizace &lenu by(w, ¢),). Vyuzivime homogenity f;

z/z WGt dx

i€l(t) Ki s=1

B DSV R

i€l(tys1) Ki s=1



Linearizace - Nevazké &leny

Linearizace numerického toku Hg. Definujeme

2
Pw,n):=> (As(w) — zl)ns, n=(n,m),nf+n=1

s=1

P(w, n) je diagonalizovatelni (P = TDT1)

D = diag(\1, ..., \a)

D* = diag(\f, ..., \f), kde AT = max(0,\), A\~ = min(0, \)
P£=TD*T!



Linearizace - Nevazké &leny

Pro linearizaci volime tzv. Vijayasundaram numericky tok definovan

Hy(wi,wo,n) = Pt (Wl—;WZ,n>w1
+ P~ <w1;w2, >W2

@ Lipschitzovsky spojity
@ konzistentni: Hy(wy,wi,n) = Z§:1 gs(w1)nswy

@ konzervativni: Hy(wy,wy,n) = —Hy(wz, wy, —n)



Linearizace - Nevazké &leny

3 Z /ng w)(ng)s dS ~

iel(t) jeS(i) Fij s=1

~ k ~ k
Wil +Welr;
) ) /FPJr (” — h ’,nij>w’,§+1|r,,--<ph ds
)T

I.El(t)_jes(i)(tk+1

- wh|ri' +w;§|r'i k
o e L
)7L

i€l(t) jeS(i)(tit

Potom definujeme formu

bh(wh,wh ,cph) =014+ 07



Linearizace - Vazké ¢leny

owktl 8<p
ah(wz,wllfrl Z / ZZKSk(wh ; axshd

icl(t) " Ki s=1 k=1 k

wk+1
> Z/Z<ZKsk AR >(ny)s-[soh]ds

iel(t) jes(e) Fij s=1

+

2

2 owk+1
XY S Kt () S

iel(t) jero(i)(t) ” i s=1 k=1

- - N k+1
© Z Z / Z ZK,s(Wh)TXk (njj)s - [wp 7] dS
h

_l’_

icl( t)JES(f() Fj s=1 \k=1

2 2 890

o Y [ KL ). wi ds
k=1

iel(t) jern(i)(t) 7T s=1



Linearizace - Prava strana

Linearizace pravé strany.

/(Wﬁvsoh)
2 2
-y ¥ [y«
iel(t) jevp(i)(t) " U s=1 k=1
Cw
+Z Z / (F,J)Re

i€l(t)jevo(i)(t)

k,s (Wh)

k+1

0
T Ak ‘Ph ”u) lé+1 ds

oy dS



Diskretizace

P¥iblizné YeSeni v Case tx41 definujeme

witt € Sh(tet)

+bh(wll§’ W/I;+la (’Ph) + ah(wlljv W/I;+1a "Ph) + JI('IT(WII;Jrl? Soh)



Interakce

Budeme simulovat nasledujici situaci profilu s dvéma stupni
volnosti

@ h vertikalIni posun elastické osy

@ « uhel rotace kolem elastické osy




Interakce

Pohyb profilu je popsan systémem obycejnych diferencialnich rovnic

mh + kpph + Saé 4+ dpph = —L(t)
Soh+ loh 4 koo + daaic = M(t)

m hmotnost profilu

S, staticky moment vzhledem k elastické ose

I, moment setrva&nosti vzhledem k elastické ose
Kpp tuhost v posunuti

koo tuhost v torzi

dpp strukturalni tlumeni v ohybu

¢ © ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

doe strukturdlni tlumeni v torzi



Interakce

o Vztlakova sila
2
L(t) = —// Zngnj ds

Twie) j=1

@ Moment otaceni
2 .

M(t) = // > mn(=1) (X1+61,-—Xf+051,-> ds
Tw(y) jj=1

kde

8V,' 8\/J- 2 .
Ti = 5,Jp+,u{(axj+a)q>3d/vv6u}



Numerické experimenty

Numericky experiment s nasledujicimi parametry
@ Podlatedni vychylka ve vertikdlnim sméru hg = —20 mm
@ Pocate¢ni thel otoéeni g = 6°
o Délka profilu L =0.3



Numerické experimenty

v=10 m/s t €0,4]

v=20m/s te€]0,2]



Numerické experimenty

v=30m/s te0,2]

v=40m/s te€]0,1]



Regeni-tlak




Triangulace




@ DGFEM s ALE-zobrazeni = robustni metoda pro fesen{
stlacitelného vazkého proudéni v €asové zavislych oblastech

Naméty na dalsi praci:

@ UvaZovat turbulentni model



