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Minimalizace bez omezeni

x* = arg mliqn F(z), FeC’:R"— R, n—velké.
1€ERM

Oznaceni
g(z) = VF(z), G(z)=V?F(x),
|G(z)|| <G, VxeR"™
IteraCni krok

Tg+1 = Tk + S, k€N,

kde s je smeérovy vektor a oy je délka kroku. V tomto prispévku se
budu zabyvat urCenim smeéroveého vektoru s;.



Newtonova metoda

Fay, + 5) ~ Qe + 5) = Fzp) + g7 (2p)s + ésTGm)s.

Vybeér délky kroku
sk = arg Srg/i\/rllk Q(zy, + ).
Metoda spadovych sméra
M = R".
Metoda s lokalné omezenym krokem
Mp={s € R": |s|| < A}

V tomto prispévku budu predpokladat, ze matice G ani jeji struk-
tura nejsou explicitné znamy. Smeérovy vektor (minimum kvadratické
funkce) se v tomto pripadé urCuje iteracné metodou sdruzenych gra-

o~ ~

dientd. Vné&jsSi index k budu vétsSinou vynechavat.



UrcCeni smeérového vektoru metodou sdruzenych gradientu
(metoda spadovych sméri)

s1=0, gi=g, hi=C71g1, pr=gih1, p1=—h1
Do i=1 to m

q; = Gp;, o0;= pf,,qu'-

If o; <¢|lp;|| then s =s;, stop.

a; = pi/oi,  Si41 =S+ aipi,  gi+1 = gi + oq;
—1 T

hit1 =C "gi+1, Pi+1 = git1hit1-

If ||g;+1] <wl|lg1|l| or i =m then s =s;, stop.

Bi = pi+1/pPi»  Pi+1 = —hi11 + Bip;.

End do



UrcCeni smérového vektoru metodou sdruzenych gradientu
(metoda s lokalné omezenym krokem)

s1=0, gi=g, h1i=C7lg1, pr=gih1, p1=—h1
Do i=1 to m
g = Gp;, o0;=Dplq.
If o; <0 then s =s; 4+ \;p;, ||S|| = A,;, stop.
a; = p;/0;.
If ”3@ + OéipiH > A then s = S; + \ip;, ||8|| = A,;, stop.
Si+1 = Si + a;pi,  gi41 = gi + @;q;,
1 T
hiv1 =C gix1, Pit+1 = gir1hit1-
If ||git+1ll <wllg1]] or i =m then s=s;, stop.
Bi = pi+1/pi»  Pi+1 = —hig1 + Bip;.
End do



DiferencCni verze nepresné Newtonovy metody

Nasobeni ¢ = Gp se nahraZuje numerickym derivovanim

g(z + dp) — g(z)
5 Y
kde § = ¢/||p|| (obvykle e = ,/z5;, kde g, je strojova presnost).

G(x)p ~

Véta 1 Necht funkce F € C2 : R®™ — R md lipschitzovsky spojité
druhé derivace (s konstantou L). Necht ¢ = G(x)p a

g(z + op) — g(=x) 5— €
0 | Ipll’

q =

Pak

- 1
g — q|| < 56Lllpll.



Véta 2 Uvazujme metodu sdruzenych gradienti aplikovanou na sou-
stavu linearnich rovnic G(xz)s + g = 0, kde vektory q; = G(x)p; jsou
nahraZeny vektory q; = (g(xz+9;p;) —g(x))/d;, 6; = €/|lp;||. PFredpokia-
dejme, zZe jsou splnény predpoklady véty 1 a oznaCme

m m m
Sma1 = D QiDis  Gm+1 = D i, Gm41 = D @l
=1 =1 =1

(takze g,,41 = G(x)s;+1 + g, poCitame-li presn&). Pak plati

~ — — m —
1Gm+1 — ma1ll S Olspmaall, 9= Sel



Poznamka 1 Predpokladejme, Ze v m-tém kroku metody sdruzenych
gradientd plati ||g,,+1|| < @l|g]], 0 <@ < 1. Pak, poloZime-li s = s, 11
a 9= gm+1: muzeme podle predpokladu a podle véty 2 psat
IGs+gll 0 WE-Gsll _5

lgll  — IEll -
kde G je n&jaka symetrickd matice, pro kterou plati Gs+¢g = g, a kde
— m:—:f/Q. Tyto vztahy dovoluji odhadnout asymptotickou rychlost
konvergence.




Nevyhodou diferenCni verze nepresné Newtonovy metody je velky
pocCet vnitrnich iteraci = velky pocCet vycCisleni gradientu, je-li matice
G = G(x) Spatné podminéna. Proto je tfeba metodu sdruzenych
gradientd vhodné predpodminit. Protoze nezname matici G, nelze
pouZit standardni postupy. Budeme studovat tyto moznosti:

(1) Pouziti metody BFGS s omezenou paméti.

(2) Pouziti pasovych matic urCenych standardni metodou BFGS,
ktera je ekvivalentni predpodminéné metodé sdruzenych gradi-

entu.
(3) Pouziti pasovych matic urCenych numerickym derivovanim.

(4) Pouziti tridiagonalnich matic urCenych Lanczosovou metodou,
ktera je ekvivalentni nepredpodminéné metodé sdruzenych gra-
dientd.



(1) Pouziti metody BFGS s omezenou paméti

V k-tém kroku Newtonovy metody se jako predpodminovacC pouzije
matice Ck_l = H;. Matice H; = H{j se urcuje rekurentné tak, ze
HF , =1, kde [ je potet aktualizaci (obvykle | = 3), a

T prk,,. Al HEy:dD + di(HEy )T
HY , = HF 4 (yj ij:/+1> djd; _ Hjyjd; +d;(Hjy;)
J J I r ;
yld, yi d; yj
d.dl
_ vTgky o %%
= Vi HjV;+ 7+
Y; &
prok—1<j7<k-1, kde
T
yjdj
Visl-—mr =TT Y= 94— 95
Y; &

Matice H; se nekonstruuje, pouZivaji se Strangovy rekurence.



Strangovy rekurence

Mame vypocCitat vektor h; = C'k_lgz- = Hpg; vV i-tém vnitfrnim Kroku
metody sdruzZzenych gradientu, pouzité v k-tém vnéjsSim kroku Newto-
novy metody. Polozime u; = g; a zpétnou rekurenci

T
_ Gy _ .
05 = Tq. ' Uj — Uj41 — 05Y;
Y; @j
spocCteme Cisla o; a vektory uj, k—1 >3 > k—1[. Pak polozime
Ve_] = Yp_]UL_; @ Primou rekurenci
T
Y; vj
_ g J
Vj+1 = Uj T (%‘ - %_) d;
Y; &

spocCteme vektory Vg1, k—1<j3<k—1. Nakonec polozime h; = v;.



(2) Pouziti pasovych matic urCenych standardni metodou BFGS

Metoda BFGS s presnym vybérem délky kroku, aplikovana na ryze
konvexni kvadratickou funkci, je ekvivalentni metodé sdruzenych gra-
dientd. Metoda BFGS generuje posloupnost matic B;, 1 <1 < m,
tak, ze By =C a
T T T
Y; Y B.d:( B.:d.: g;g:
BZ__I_lzBi_I_ZTz_zzjgzz) :Bz"l' 7{rz
di Y di B;d; P; 9i
pro 1 < < m, kde d; = s;41 —s; = a;p; A Y; = gi+1 — 9i = Gd;.
Pritom p; a g; jsou vektory urCené metodou sdruzenych gradientda.
Pouzijeme-li misto vektorl ¢; = Gp; a g; vektory ¢; (urené nume-
rickym derivovanim) a g;, miZzeme psat By = C a
.00 g.gl
Biy1=Bi+ 2+ 1 <i<m
p; 4q; p; 9;

Gp;(Gp;)T

_I_
p} Gp;




Z predchoziho vyjadreni je patrné, Ze k urCeni matic B;, 1 <1 < m,
se pouzivaji pouze vektory generované predpodminénou metodou
sdruzenych gradientd (s maticovym ndasobenim nahraZzenym nume-
rickym derivovanim). Matice B;, 1 <i <m, se v korekCnich Clenech
nevyskytuji, takze mizeme ukladat pouze jejich vybrané pasy. Jsou-
li vektory ¢q; a g; dobrou aproximaci vektord g; a g;, jsou matice B;,
1 <1< m, pozitivhé definitni a je-li poCet krokt metody sdruzenych
gradientd dostatecné velky, je matice B = B, 41 dobrou aproximaci
matice G a muzeme ji (nebo jeji €ast) pouzit jako predpodminovac
v dalsim iteraCnim kroku Newtonovy metody. VySetfime tri specialni
pripady.



Diagonalni predpodminéni

V pripadg, ze C' = D, kde D je diagonalni matice obsahujici dia-
gonalni prvky matice B, nenastavaji zadné potize, nebot pozitivné
definitni matice B ma kladné prvky na hlavni diagonale. Diagonalni
predpodminéni pro ulohy s Fidkymi Hessovymi maticemi zduvodnuje
tato véta.

Véta 3 Necht D, je mnoZina vsech diagonalnich matic radu n a D
Jje diagonalni matice obsahujici diagonalni prvky matice GG. Pak platr
k(GD™1) <1 min k(GM™1),

MeDy,
kde k je spektralni Cislo podminénosti al je maximalni pocet nenulo-
vych prvki v radcich matice G (pro pentadiagondlni matici G je
[|=5).



Tridiagonalni predpodminéni

Necht nyni C = T, kde T je tridiagonalni matice obsahujici prvky
tri hlavnich diagonal matice B. V tomto pripadé nemusi byt matice
C pozitivné definitni (i kdyZz B je pozitivné definitni). Jako priklad
uvazujme matice

[ 2 —2 2] [ 2 —2 0]
B=|-2 3 -3/, T=|-2 3 -3
2 -3 4 0 -3 4

Obe tyto matice maji kladné prvky na hlavni diagonale a kladné hlavni
subdeterminanty druhého radu. Plati ale detB = 2 a detT = —10,
takze T' neni pozitivné definitni, | kdyz B je pozitivhné definitni. Aby-
chom tento nedostatek odstranili, je tfreba matici T upravit tak, aby
byla pozitivné definitni.



Lemma 1 UvazZujme tridiagonalni matici

a1 P1 0 0
B1 ao 0 0

O O ... ap_1 Bn-1
| 0 0 ... Brn—1 Qn |

a oznacme A; hlavni subdeterminant i-tého radu matice T (ob-
sahujici radky a sloupce s indexy 1,2,...,1). Pak plati A1 = o1
a

2<i1<n

S — Y

A= a;Di_q1 — B2 1D,
kde pokladame Ag = 1.

Toto lemma lze pouzit k dukazu nasledujici véty.



Véta 4 Tridiagonalni matice 1T je pozitivhé definitni pravé tehdy,
kdyz v; >0 prol <i:<n, kde y1 = «q a

B7 1
¥; — Oy — Z_, 2<1<n.

VEtu 4 muzeme pouzit tak, Ze pocCitame Cisla ~v;, 1 <1 <n, a pokud
pro né&jaky index plati v, < 0, zmensime mimodiagonalni prvek £;_1
tak, aby platilo 82 ; < v;_1c; (napfiklad poloZzime B2 | = \;_17;i_ 10,
kde 0 < \;_1 < 1). Potiz je vtom, Ze zvolime-li A\;_1 nevhodng&, muze
byt vysledna tridiagonalni matice Spatné podminéna. Pro praktické
ucCely je vyhodné&jsi pouzit nasledujici vétu a jeji dusledek.



Veéta b UvazZujme tridiagonalni matici 1’ s kladnymi prvky na hlavni
diagonale. Pak jsou-li matice

21 203 a; 205 an—1 2Bp-1

281 as 28; oy | 2B8p-1  2anm
kde 2 <1 < n— 2, pozitivhé semidefinitni a alespon jedna z nich je
pozitivné definitni, je matice T' pozitivhé&é definitni.

Y )

Dusledek 1 Necht tridiagonalni matice T obsahuje hlavni diagonalu
a poloviny vedlejsich diagonal pozitivn& definitni matice B (takze
Q :bi,ir 1<:<n-—1a g :bi,i+1/2' 1 §i§n—1). Pak T je
pozitivné definitni.



Dusledek 1 muzeme pouzit tak, Zze zmenSime prvky vedlejSich di-
agonal matice B na polovinu. Pak je vysledna tridiagonalni matice
pozitivhé definitni. Vétu 5 muzeme pouzit tak, ze poclitame deter-
minanty aja;41 — 487, 1 <i<n-—1, a pokud pro ngjaky index plati
az-ai_|_1—45i2 < 0, zmensime mimodiagonalni prvek §; tak, aby platilo

B2 = ajaiy /4.



Pentadiagonalni predpodminéni

VEtu 5 a dusledek 1 lze zobecnit tak, Zze plati i pro obecnou pasovou
matici. Ukazeme, jak to vypada v pripadé pentadiagonalni matice

a1 61 Y1 .. 0 0 0

81 a> [Bo ... 0 0 0

Y1 B> a3 ... 0 0 0

O 0 O ... ap—2 Bnr-—2 -2

O 0 O ... Bno2 ap—1 PBn-1
0 0 O Yn—2 Bn-1 an |

Na takto definovanou matici P se budeme Casto odvolavat.



Véta 6 Uvazujme pentadiagonalni matici P s kladnymi prvky na
hlavni diagonale. Pak, jsou-li matice

Q; (3/2)8i 37;
(3/2)8;  ajt1 (3/2)Bi+1 | > 1<i<n-—2,
3vi  (3/2)Bi+1 Ay

pozitivhé semidefinitni, je matice P pozitivhé definitni.

Dusledek 2 Necht pentadiagonalni matice P obsahuje hlavni di-
agonalu, dvé tretiny prvnich vedlejSich diagonal a tretiny druhych
vedlegjsich diagonal pozitivné definitni matice B (takZe o; = b, 4,
1<i<n, ;i=2b;41/3, 1<i<n—-1av=2"0,42/3,1<i<n-2).
Pak P je pozitivhé definitni.



Dusledek 2 muzeme pouzit tak, Ze v matici B zmensSime prvky
prvnich vedlejSich diagonal na dvé tretiny a prvky druhych vedlejsich
diagonal na tretinu. Pak je vysledna tridiagonalni matice pozitivné
definitni. Vétu 6 muzeme pouzit tak, ze nejprve pocCitame subde-
terminanty a;a;41 — (9/4)87, 1 < i < n—1, a pokud je n&ktery z
nich zaporny, zmenSime mimodiagonalni prvek g, tak, aby platilo
B2 = (4/9)a;a;11. Pak potitame determinanty matic uvedenych ve
VEte 6 a je-li néktery z nich zaporny, upravime odpovidajici prvek ~;
uzZitim nasledujici vety.



VVeéta 7 Determinanty A; matic uvedenych ve vété 6 spoCteme podle
vzorce
9
Aj = ajp1 (%‘%‘4-2 — 997 ) 2 (ai37;2+1 + iy off - 65#37;4—1%) :
Determinant A; je nezaporny prave tehdy, kdyz ~v; < v; <7;, Kde

Yi - (85¢5i+1 — \/Ez) ,

30‘2-1—1

Vi ( BiBi+1 + \/7)

3Q‘z—|—1
Jsou koreny kvadratické rovnice A; = 0. Pritom

9 9
D; = (aiaz’—l—l — 157;2 ) <ai—|—1az’—|—2 — ZBZ-QH)
je diskriminant této rovnice (vydéleny Cislem 36), ktery je nezaporny,
pokud a;ayy1 — (9/4)87 >0 a ajpq1a,40 — (9/4)B7 1 >




Poznamka 2 Veéta 7 nabizi dvé moznosti, jak volit novy prvek ~; v
pripade, ze A; < 0. V prvnim pripadé pokladame ~; := ~;, pokud

N N

%; < %;, nebo %; = 7&-, pokud %; > 77; Tento zpusob Je narocneJS| na

o~ ~




(3) Pouziti pasovych matic urcCenych numerickym derivovanim

Predpokladejme, Ze Hessova matice ma pasovou strukturu (i kdyz ve
skutecnosti tomu tak neni). Prvky této fiktivni pasové matice, kterou
pouzijeme jako predpodminovac, lze urCit numerickym derivovanim.
Provadi se to pouze jednou na zacCatku vnégjSiho kroku Newtonovy
metody.

K urCeni vsech prvku pasové matice, ktera ma k£ — 1 paru vedlejSich
diagonal (takze k = (I+1)/2, kde [l je Sitrka pasu), staci pouZzit k dife-
renci gradientu, tedy spocitat v kazdém vnéjSim kroku Newtonovy
metody k gradientu navic. VySetrime opét tfi specialni pripady.



Diagonalni predpodminéni

Poznamka 3 Predpokladejme, Ze Hessova matice je diagonalni. Pak
|lze vSechny jeji prvky aproximovat pomoci jedné diference gradientu

G(zx)v ~ g(x +v) — g(x), v = [51,...,5n]T,

kde 41,...,0n JSOU Vhodné diference. K predpodminéni pak pouzijeme
diagonalni matici C = D = diag(aq,...,an), kde Dv = g(x+v)—g(x).
Po dosazeni dostaneme «;6; = g;(x + v) — g;(x), neboli

o = gi(x + ’05)- — gi(flﬁ), 1 <i<n.
(]




Poznamka 4 Diference lze volit dvojim zpusobem.

(1) Pokladame §;, =9, 1 <i < n, takZe v = de, kde ¢ je vektor, jehoz
vsdechny prvky jsou jednotkové. Pak lze (tak jako ve vé&té 1) volit

0 = /em/llell = y/enm/n-

(2) Pokladame §; = /ey max(|z;|,1), 1 < i < n. Tento zplsob je
Mméné nachylny k vlivu zaokrouhlovacich chyb.

V obou p¥ipadech lze psat §; = €d;, 1 < i < n, kde e = ,/e;; a bud
0; = 1/4y/n nebo §; = max(|z;|,1) pro 1 <i < n.



Nevyhodou predpodminovacu zalozenych na numerickém derivovani
je skuteCnost, Ze nemusi byt pozitivné definitni. Uvazujme ryze kon-
vexni kvadratickou funkci F : R?2 — R, kde

1 1 -2 1 -2
F(x) = ECIZT 5 6 ] x, g(x) = [ 5 6 ] x.
Pak plati
g(a:—l—c?e)—g(a:)_[ 1 —2][1]_[—1]
5 | =2 6 1| 4 |’

takze

o[ 2)[1]-[ )

coz dava a1 = —1, ar» = 4, takzZze matice D neni pozitivhé definitni.



Tuto nevyhodu muzeme odstranit tak, Ze pokladame
o = |gi($+v)_gi(x)|7 1<i<n.
0;
Zdluvodnéni této upravy udava nasledujici tvrzeni.

Véta 8 Necht D,, je mnozZina vsech diagonalnich matic radu n a

D = diag(aq,...,an) je diagonalni matice takova, ze
n
a; = Y |Gijl, 1<j<mn,
j=1
kde Gz-j, 1 <43 <mn, jsou prvky i-tého radku matice GG. Pak plati

Ii]_(GD_l) — ]\?ﬂin /ﬁ:l(GM_l),

n

kde k1 jely Cislo podminénosti (soucin l{ norem matice a jeji inverze).



Ma-li matice G pouze kladné prvky a polozime-li v = de, mizZeme
psat De = (g(x + de) — g(x))/d = Ge, takze

Z GZ] Z |G?,j|

a matice D je podle vety 8 |dealn|m dlagonalmm predpodminovacem
(v I{ norm&) pro soustavu rovnic Gs + g = 0. Nema-li matice G
pouze kladné prvky plati

| ~

mn mn
> Gijl < D 1G4,
=1 =1

takze prvky upravené matice D jsou dolnim odhadem prvkl idealniho
diagonalniho predpodminovace.




Tridiagonalni predpodminéni

Véta 9 Necht Hessova matice funkce F je tridiagonalni (jako mati-
ce T). Polozme v, = [51, 0, (53, 0, (55, 0O,.. .], Vo = [O, d2,0, 04,0, (56, .. .],
kde §; = €b;, 1 <i<n. Pak pro1l <i<mn plati

o1 = lim gl(w-l-vl)—gl(w)’ 8, = lim gl(iv-l-vz)—gl(fc),
e—0 51 e—0 52
@, = lim gi(x +v1) — gz‘(l‘), 8 = lim gi(xz + v2) — gi(x) — 5@—1&'—17 mod(i,2) = 1,
e—0 52 e—0 524_1
@ = lim gi(z + v2) — gi(ﬂ?), 5, = lim gi(z +v1) — gi(x) — 5@—152'—1, mod(i,2) = 0.
e—0 5@ e—0 5Z—|—1
o, = lim I T v = 9a@) oy 2
e—0 o

o, = lim gn(x + U2) — gn(x),

e—0 5n

mod(n,2) = 0.



Poznamka 5 Véta 9 udava zpusob urCeni tridiagonalniho predpod-
minovace. Zvoli se pevng Cislo ¢ (napfiklad € = ,/g}7) a prvky matice
C = T se vypoctou podle vzorci uvedenych ve vété 9 (ve kterych je
vynechan limitni prechod).

Matice C = T ziskana podle poznamky 5 nemusi byt pozitivhé
definitni, i kdyZ Hessova matice je pozitivné definitni (jako priklad lze
uveést ryze konvexni kvadratickou funkci tri proménnych s pozitivné
definitni Hessovou matici

1 —1 —2 ]
G=| -1 4 -1
-2 -1 8

Uvedeme dveé véty, které podporuji volbu tridiagonalniho predpodmi-
néni v pripadech, kdy skuteCna Hessova matice je pentadiagonalni.



Véta 10 Necht Hessova matice G(x) je pentadiagonalni, pozitivhé
definitni a diagonalné dominantni. Pak, plati-li §; = €6, 1 < i < n,
a je-li Cislo € dostatecné male, je matice C = T ziskana podle
poznamkKky 5 pozitivné definitni a diagonalné dominantni.

Poznamka 6 Véta 10 vyzaduje, aby vsechny diference byly stejné,
CcOZ je splnéno napriklad tehdy, kdyz §; = /2eps/n, 1 <i <n. Nume-
rick€ testy vSak ukazuji, Ze volba ¢; = /e max(|z;|,1), 1 <i < n, je
vyhodné&jsi.



Pro mnohé praktické ulohy je matice T pozitivné definitni. Uvazujme
okrajovou ulohu pro obycCejnou diferencialni rovnici druhého radu

y'(t) = p(y(t)), 0<t<1, y(0)=uyo v(1)=u,

kde funkce ¢ : R — R je dvakrat spojité diferencovatelna na R.
Rozdé&lime-li interval [0,1] na n + 1 Casti pomoci uzlovych bodu
t; =1th, 0<i<n+1, kde h=1/(n+ 1) je krok sit&, a nahradime-li
druhé derivace v uzlovych bodech diferencemi

S (8) = y(ti—1) — Qy}gi) + y(tz’+1)’

kde 1 <1 < n, dostaneme soustavu n nelinearnich rovnic

h?o(z;) + 22; — 2j_1 — z;41 = O,
kde z; = y(¢;), 0<1<n+1, takZe zg = yp a T,4-1 = Y1-



Resime-li tuto soustavu metodou nejmensich Ctvercld, ma minimali-
zovana funkce tvar

1 n n
Pa) =2 Y f2) = 5 3 (hPe(@) + 20— 21— ai41)
1=1

1
2 1=1

kde . = [z1,...,zn]L.

Véta 11 Aplikujme diferencni verzi Newtonovy metody na uvedeny
soucet Ctvercl, kde funkce ¢ : R — R je linearni. Pak, plati-li §; = €4,
1 <1< n, ajeli Cislo e dostateCcné male, je matice C' = T ziskana
podle poznamky 5 pozitivné definitni.



Pentadiagonalni predpodminéni

Véta 12 Necht Hessova matice funkce F je pentadiagonalni (jako
matice P). PoloZme vy = [61,0,0,d4,0,0,...], vo =[0,02,0,0,65,0,...],
vz = [0,0,03,0,0,0¢,...], kde 6; =¢6;, 1 <i<n. Pak plati

gi(x +v1) — gz(a:) Y gi(z +v2) — gi(x) — di—2vi-2
a; = lim B; = lim :
5—>O 5 e—0 5i-|—1
v = I|ng(':U—i_v3)_gZ(w)_(5Z 10i-1 . mod(:,3) =1,
e—0 5@-'—2
—im gi(z + v2) — gz'(ﬂf) 8; = lim gi(z + v3) — gi(x) — 52’—2'72'—2,
e—0 5 e—0 5l+1
7 - U - 52 71— .
= ”mg(:r:+v1) gi(x) 15  mod(i,3) = 2,
e—0 5’L+2
o = lim gi(z +v3) — gi(w) 5 = lim gi(x +v1) — gi(z) — 52‘—2%‘—27
e—0 0; e—0 5z'—|—1

i @) — (@) 6B

lim 5:eo : mod(z,3) = 0,



(4) Pouziti tridiagonalnich matic urCenych Lanczosovou metodou

Prvky tridiagonalni matice T' ziskané Lanczosovou metodou lze urCit
z koeficientd metody sdruZzenych gradienti (které oznaCime vinkou)
podle prevodnich vztahl a1 = 1/&1 a

3. 3. 1
532%7 ai—l—]_:?rt_l_., ) 1§Z§ma
o 87 41

kde m je Cislo takové, ze a; >0 pro 1 < < m.

Véta 13 UvazZujme metodu sdruzenych gradientii (aplikovanou na
kvadratickou funkci s Hessovou matici G) takovou, Ze &; > 0 pro
1 <1 < m. Pak tridiagonalni matice 1T,, radu m s prvky urcenymi
podle prevodnich vztaht je pozitivhé definitni.



Poznamka 7 Tridiagonalni matice 1, ma dimenzi m < n. Abychom
dostali predpodminovaC dimenze n, polozime

c = [Qm,Qn_m][Tom no
= (I-QmQL)+ QmTnQl,

kde @Qm je matice s m ortonormalnimi sloupci ziskana symetrickym
LLanczosovym procesem a @Qn_m J€ matice s n — m ortonormalnimi
sloupci takova, Ze matice [Qm, Qn—m] j& Ctvercova a ortogonalni.

[Qma Qn—m]T

Véta 14 Necht jsou splnény predpoklady véty 13. Pak predpodmi-
novac uvedeny v poznamce 7 je pozitivhé definitni a plati

C~t = (I - QmQL) + QT QL.



Odvrhovani predpodminovacu

Je dulezité umét rozhodnout, zda predpodminovacC pouzit nebo od-
vrhnout (tyka se to hlavné pasovych predpodminovaci urcenych
metodou BFGS nebo numerickym derivovanim). Indefinitni predpod-
minovac je nevhodny i v pripadg, Zze Hessova matice neni pozitivne
definitni.

K testovani pozitivni definitnosti a Spatné podminénosti matice se
hodi Gillov—Murrayuv rozklad. Pokud v nékterém eliminacnim kroku
je pivot mensi nez é max(1l, maxi<;<n(|lay|)), kde § je predepsana mez,
rozklad predpodminovace ukoncime a predpodpodminovacC odvrhne-
me. Provést Gillav-Murrayuv rozklad az do konce a pouzit ziskanou
pozitivné definitni matici jako predpodminovac se nevyplaci (dokladaji
to numerické experimenty). Cislo é se obvykle voli tak, ze § = 10~ 12,
N&kdy je vsak tfeba zvolit vétsi hodnotu (napfiklad § = 10~ 2).



ZaveéreCné poznamky

e Predpodminovace zalozené na pouziti metody BFGS s omezenou
pameéti nevyzaduji zadné korekce. Jsou pomeérné robustni, ale

~r O

nejsou nejefektivnéjsi.

e PAasové predpodminovace zalozené na pouziti standardni metody
BFGS je treba predem upravit, jinak jsou pti provadéni rozkladu
veétsSinou odvrhnuty. Velmi se osveédcCily upravy zalozené na véte 5,
kdy se mimodiagonalni prvky zmensSuji tak, aby se zaporné subde-
terminanty vynulovaly. Ukazuje se, Ze takto ziskané predpodmi-
novace je treba Casté&ji odvrhovat (napriklad volbou § = 10_2).



e Pasové predpodminovace urcené numerickym derivovanim staci
upravit tak, Ze diagonalni prvky nahradime jejich absolutnimi
hodnotami. Pro odvrhovani sta¢i volit § = 10712 (kromé dia-
gonalnich predpodminovacu, které jsou citlivgjsi na odvrhovani).

e [ridiagonalni predpodminovacCe ziskané Lanczosovou metodou
neni tfeba korigovat (jsou podle v&ty 14 pozitivné definitni). Lze
je vSak urCovat pouze v nepredpodminéném kroku Newtonovy
metody. To vyvolava Ffadu technickych potizi (musi se upravovat
iteraCni proces metody sdruzenych gradienti).



Numerické porovnani

DiferenCni verze nepresné Newtonovy metody pouzivajici ruzné pred-
podminovace byly testovany pomoci souboru 71 testovacich uloh s
1000 proménnymi. Vysledky testd jsou uvedeny v tabulce, ktera
obsahuje tyto udaje:

e NIT — celkovy pocCet iteraci.

e NFV — celkovy pocet pouzitych funkCnich hodnot.

e NFG — celkovy pocCet pouzitych gradientda.

e NCG — celkovy pocet vnitfnich iteraci.

e NCN — celkovy pocCet predpodminénych vngjSich iteraci.
e NCP — pocet problému se zvySenou mezi pro odvrhovani.
e Cas — celkovy Cas vypoctu.



Testované metody:

e TN — nepredpodminéna Newtonova metoda.
e TNLM — predpodminéni pomoci metody BFGS s omezenou pameéeti.

e TNVM — pasové predpodminéni pomoci standardni metody BFGS
(1—diagonalni, 2—tridiagonalni, 3—pentadiagonalni).

e TNND — pasové predpodminéni pomoci numerického derivovani
(1—diagonalni, 2—tridiagonalni, 3—pentadiagonalni).

e TNLT — Tridiagonalni pfredpodminéni pomoci Lanczosovy metody.
e LMVM — Metoda BFGS s omezenou pameéti.
e CG — Nelinearni metoda sdruzenych gradientd.

Metody LMVM a CG jsou uvedeny pro srovnani (nemaji nic spole€ného
s Newtonovou metodou).



Metoda NIT NFV NFG NCG NCN NCP Cas
TN 7425 11827 372789 359505 - - 66.08
TNLM 7270 12521 233269 219347 7270 - 42.55
TNVM-1 7095 10303 274344 262855 4335 37 50.43
TNVM-2 6751 0252 139989 129933 4260 37 27.47
TNVM-3 63803 8857 229501 219820 4027 36 51.67
TNND-1 6522 8491 347384 331709 3857 40 59.51
TNND-2 7573 11245 147391 119434 4409 3 25.45
TNND-3 7107 10726 125262 91665 4943 4 2457
TNLT 7398 11672 352199 339081 6808 1 55.61
LMVM 121314 127189 127189 - - - 39.59
CG 109166 325994 325994 - - - 75.72




Z udaju uvedenych v této tabulce lze vyvodit nékolik zaveéru:

e DiferenCni verze Newtonovy metody konverguji velmi rychle, vy-
zaduji vSak Vetsi pocCet gradientud.

e Nepredpodminéna Newtonova metoda nemuze konkurovat meto-
dé BFGS s omezenou pameti.

e Diagonalni predpodminovacCe a predpodminovacCe ziskané Lan-
CZzOoSovou metodou nejsou priliS ucinné.

e Pasové predpodminovace urcené metodou BFGS je treba upra-
vovat. Casto je také tfeba zvysit mez pro odvrhovani.

e PAasové predpodminovace urcené numerickym derivovanim vyza-
duji pouze minimalni korekce. Takto upravena Newtonova meto-
da je uCinné&jsi, nez metoda BFGS s omezenou paméti.
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